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Predhovor

Úloha minimalizácie booleovských funkcií spočíva v tom, ako pre ľubovoľnú

booleovskú funkciu zostrojiť formulu tvaru disjunkcia konjunkcií, ktorá ju

realizuje a obsahuje minimálny počet premenných. Už v 19. storočí vzbudili

pozornosť špecialistov v oblasti matematickej logiky rôzne úvahy súvisiace

s týmto problémom.

Matematické smery v oblasti výskumu disjunktívnych normálnych foriem

pozostávajú zo štúdia okruhu otázok, dotýkajúcich sa najmä algoritmických

problémov, ktoré vznikajú pri minimalizácii, štúdiom číselných charakteristík

booleovských funkcií, kvantitatívnych vzťahov medzi rôznymi typmi disjunk-

tívnej normálnej formy a klasifikáciou booleovských funkcií.

Osobitný vklad do matematických smerov výskumu predstavujú práce

S. V. Jablonskeho, v ktorých sa systematizovali základné pojmy, definície a

metódy minimalizácie booleovských funkcií v triede disjunktívnych normál-

nych foriem.

S booleovskými funkciami sa spája niekoľko typov grafov. Najväčšia po-

zornosť je venovaná štúdiu grafu indukovaného vrcholmi n-rozmernej kocky,

na ktorých booleovská funkcia nadobúda hodnotu 1 (S. V. Jablonski).

Ďalší typ grafu, ktorý reprezentuje booleovské funkcie je intervalový graf

(A. A. Sapozhenko).

Je to graf, ktorého vrcholy odpovedajú maximálnym intervalom booleov-

skej funkcie, pričom dva vrcholy tohto grafu sú spojené hranou práve vtedy,
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keď príslušné maximálne intervaly majú neprázdny prienik. Parametre, ako

sú veľkosť a počet komponentov súvislosti polomer a priemer intervalových

grafov bezprostredne súvisí s lokálnymi algoritmami (J. I. Zhuravlev).

Istý vklad do štúdia grafov spojených s booleovskými funkciami priniesli

aj slovenskí informatici E. Toman, M. Škoviera, D. Olejár, M. Stanek,

J. Daubner, T. Kulich, Ľ. Baník, J. Hromkovič, J.Šiška. . . O ich výsledkoch,

tiež o výsledkoch iných autorov hovoríme nižšie.
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Úvod

Úloha minimalizácie zohrala hlavnú úlohu pri tvorbe logických obvodov a ich

syntéze a analýze. Vznik a rozvoj teórie bol ovplyvnený najmä problémami

pri návrhu reléovo-kontaktových obvodov pri stavbe telekomunikačných a ria-

diacich zariadení. Základy tejto teórie položili najmä práce C. E. Shannona.

Významnejší rozvoj teórie logických systémov nastáva po 2. svetovej vojne

najmä v súvislosti s rozvojom počítačov.

V súvislosti s týmto problémom sa rozvíjali aj iné oblasti teoretickej infor-

matiky, napríklad teória kódovania, teória testov, teória oddeliteľnosti mno-

žín, teória rozpoznávania obrazcov, . . . V nasledujúcej časti uvedieme niektoré

z problémov.

Teória testov: Nech M je množina navzájom rôznych funkcií

f(x1, x2, . . . , xn) definovaných na množine A a nadobúdajúcich hodnoty

z množiny B. Nech N je daná podmnožina neusporiadaných dvojíc rôznych

funkcií. Množina T , T ⊂ A nazývame testom vzhľadom na A, M a N , ak

pre ľubovoľnú dvojicu funkcií platí {f, g} ∈ N , f(x1, . . . , xn) 6= g(x1, . . . , xn)

na množine T . Mohutnosť množiny T nazývame dĺžka testu.

Oddeliteľnosť množín: Nech Bn je booleovská kocka.
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Uvažujme čiastočnú booleovskú funkciu danú predpisom:

f(x1, . . . , xn) =


0, ak (x1, . . . , xn) ∈ N−f
1, ak (x1, . . . , xn) ∈ Nf

nie je definovaná, ak (x1, . . . , xn) ∈ Bn\(Nf ∪N−f )

kde Nf ∩N−f = ∅, N−f ⊂ Bn, Nf ⊂ Bn. Nech P2(n) je množina booleovských

funkcií n-premenných a nech P (f) je číselná funkcia na P2(n). Túto funkciu

budeme nazývať funkcia zložitosti charakterizujúca funkciu f ∈ P2(n). Fun-

kciu f ′ ∈ P2(n) nazývame prípustnou vzhľadom na f , ak pre všetky α ∈ N−f ,

f ′(α) = 0 a pre všetky β ∈ Nf , f ′(β) = 0. Úloha oddeliteľnosti množín spo-

číva v nájdení takej f ∗ spomedzi všetkých, pre ktorú funkcia zložitosti P ∗(f)

nadobúda minimálnu hodnotu. Táto úloha sa dá interpretovať na rôzne typy

zložitosti funkcií.
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Vlastnosti intervalového grafu

booleovskej funkcie

V práci ukážeme, že ak je intervalový graf booleovskej funkcie kompletný,

skrátená d.n.f. prislúchajúcej funkcie je zároveň minimálna. Tiež ukážeme,

že pre ľubovoľný konečný jednoduchý graf vieme zostrojiť booleovskú funkciu,

ktorej skrátená d.n.f. je súčasne minimálna a jej intervalový graf je izomorfný

s týmto grafom. Skúmame aj otázku počtu premenných hľadanej booleovskej

funkcie.

Veta 0.1 Ak Γ(f) booleovskej funkcie f je kompletný, potom prienik jej

maxi-málnych intervalov je neprázdny.

Veta 0.2 Nech f je booleovská funkcia n premenných. Ak Γ(f) je kompletný,

potom DA(f) = DM(f).

V práci uvádzame aj obrátené tvrdenie a protiplíkad, ktorým ukáže, že

neplatí.

Veta 0.3 Nech G je graf rádu n. Potom existuje booleovská funkcia f(x1, . . . , xn)

taká, že DA(f) = DM(f) a Γ(f) ∼= G.

Tvrdenie dokážeme matematickou indukciou s konštruktívnym charakte-

rom vzhľadom na n.
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Počet monotónnych a

samoduálnych booleovských

funkcií

V tejto kapitole ukážeme, že intervalový graf monotónnej booleovskej fun-

kcie je kompletný. Z toho vyplýva, že skrátená d.n.f. tejto funkcie je záro-

veň minimálna a najkratšia. Ďalej ukážeme, ako vyzerá najzložitejšia d.n.f.

monotónnej booleovskej funkcie a ukážeme, koľko konjunkcií takáto d.n.f.

obsahuje.

Veta 0.4 Intervalový graf Γ(f) monotónnej booleovskej funkcie f je úplný.

Veta 0.5 Nech f je monotónna booleovská funkcia n premenných s najvä-

čším počtom m konjunkcií v DA(f) (počtom maximálnych intervalov v Bn).

Potom m =
(

n
bn/2c

)
.

Tiež uvedieme počty monotónnych booleovských funkcií, ktorých maxi-

málne intervaly spĺňajú špeciálne podmienky. Doteraz známe výsledky tý-

kajúce sa určenia počtu monotónnych booleovských funkcií používajú me-

tódu založenú na dodefinovaní monotónnej funkcie na rastúcich po dvoch

disjunktných cestách v Bn (Hansel, Kleitman, Korshunov). My sa na tento

problém pozeráme z hľadiska monotónnych funkcií s predpísanými vlastno-
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sťami maximálnych intervalov - maximálne intervaly s rovnakým rozmerom

a maximálne intervaly s predpísaným prienikom.

Veta 0.6 Nech G = (V,E) je kompletný graf rádu m. Potom počet monotón-

nych booleovských funkcií n premenných, ktorých maximálne intervaly majú

rovnaký rozmer a pre ktoré platí Γ(f) ∼= G je

n∑
i=0

((n
i

)
m

)
,

kde m ≤
(

n
bn/2c

)
.

Veta 0.7 Nech G = (V,E) je kompletný graf s m vrcholmi. Potom počet mo-

notónnych booleovských funkcií n premenných, ktoré majú predpísaný prienik

maximálnych intervalov I = {(1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
n

} a pre ktoré platí

Γ(f) ≡ G je
m∑
i=0

(−1)i.
(
m
i

)
.(m+ 1− i)n

m!
,

kde 1 ≤ m ≤ n− 1.

Veta 0.8 Nech Sm =

m∑
i=0

(−1)i.(m
i ).(m+1−i)n

m!
. Platí

1

2
((m+ 1)2 +m+ 3)(m+ 1)n−m−1 − 1 ≤ Sm ≤

1

2

(
n+ 1

m+ 1

)
(m+ 1)n−m,

pre n ≥ 2 a 1 ≤ m ≤ n− 1.

Tiež uvedieme horný a dolný odhad počtu monotónnych a zároveň samo-

duálnych booleovských funkcií.

9



Symetrická booleovská funkcia

V tejto kapitole sa zaoberáme parametrami pre funkciu Bn
Pi,...,Pn−j

, i 6= j,

i+ j < n. Ukážeme, čo platí pre počet, rozmer, polomer a priemer maximál-

nych intervalov funkcie. Charakterizujeme vlastnosti grafov Γ a Γ′ funkcie a

získame hodnotu stupňa vrchola týchto grafov. Pre zaujímavé hodnoty uvá-

dzame aj asymptotické hodnoty získaných parametrov.

Veta 0.9 Rozmer maximálnych intervalov booleovskej funkcie Bn
Pi,...,Pn−j

je

n− (i+ j).

Veta 0.10 Počet maximálnych intervalov booleovskej funkcie Bn
Pi,...,Pn−j

je(
n− i

n− (i+ j)

)
.

(
n

i

)
.

Veta 0.11 Pre graf Γ a graf Γ′ funkcie Bn
Pi,...,Pn−j

platí Γ ∼= Γ′.

Veta 0.12 Stupeň ľubovoľného vrchola grafu Γ(Bn
Pi,...,Pn−j

) je
n−(i+j)−1∑

m=0

(−1)m
n−(i+j)−m∑

k=0

(
n−(i+j)

m

)(
n−(i+j)−m

k

) [(
n−m−k−i

j

)(
k+i
k

)
− 1
]
.

Veta 0.13 Priemer grafu indukovaného množinou Nf booleovskej funkcie

Bn
Pi,...,Pn−j

je min(n, 2n− 2 max(i, j)).

Veta 0.14 Polomer grafu indukovaného množinou Nf booleovskej funkcie

Bn
Pi,...,Pn−j

je n− |i− j|.

Zaoberáme sa aj disjunktívnymi normálnymi formami symetrickej boole-

ovskej funkcie Bn
Pi,...,Pn−j

.
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Záver

V teórii disjunktívnych normálnych foriem autori vyriešili mnoho problémov.

Zostrojili algoritmy na konštrukciu rôznych typov d.n.f.: skrátených, iredun-

dantných, minimálnych a iných d.n.f. uvedených v kapitole Základné pojmy.

Nemalá časť štúdia je venovaná skúmaniu problémov zložitosti univerzálnych

prístupov k úlohe minimalizácie jednak na kvalitatívnej úrovni - teória lokál-

nych algoritmov a tiež na kvantitatívnej úrovni - metrická teória. Podarilo sa

získať dostatočne veľa modelových funkcií, metód, konštrukcií umožňujúcich

zostrojiť booleovské funkcie a d.n.f. s danými vlastnosťami. Naďalej sa roz-

víjajú metódy na získavanie odhadov parametrov pre skoro všetky funkcie

s extremálnymi hodnotami parametrov.

V dizertačnej práci sme ukázali, že ak je intervalový graf booleovskej fun-

kcie kompletný, skrátená d.n.f. danej funkcie je zároveň minimálna. Ďalej

sme ukázali, že pre ľubovoľný jednoduchý graf vieme zostrojiť booleovskú

funkciu, ktorej skrátená d.n.f. je súčasne minimálna a jej intervalový graf je

izomorfný s týmto grafom. Skúmali sme aj otázku počtu premenných hľada-

nej booleovskej funkcie.

Ďalej sme sa zaoberali monotónnymi a samoduálnymi booleovskými fun-

kciami. Ukázali sme, že intervalový graf monotónnych booleovských funkcií

je kompletný. Tiež sme uviedli, ako vyzerá najzložitejšia d.n.f. monotónnej

booleovskej funkcie a ukázali sme, koľko konjunkcií takáto d.n.f. obsahuje.

Odhadli sme aj počet monotónnych booleovských funkcií, ktorých maxi-
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málne intervaly majú špeciálne vlastnosti a počet monotónnych a zároveň

samoduálnych funkcií.

V ďalšej časti sme sa zaoberali vlastnosťami symetrickej booleovskej fun-

kcie. V práci uvádzame, čo platí pre počet, rozmer, polomer a priemer ma-

ximálnych intervalov funkcie. Tiež sme charakterizovali vlastnosti intervalo-

vého a zjednodušeného intervalového grafu funkcie a zistili hodnotu stupňa

vrcholov týchto grafov. Zaoberali sme sa aj príslušnými disjunktívnymi nor-

málnymi formami.

Zaujímavým problémom je získať na základe charakterizácie intervalo-

vého grafu, resp. zjednodušeného intervalového grafu prípadne iných typov

grafov isté triedy grafov a určiť ich vzťah k skrátenej d.n.f., Quinovej d.n.f.

prípadne k optimálnym vyjadreniam booleovskej funkcie a tiež charakte-

rizovať, na základe výsledkov odhadu veľkosti stupňa intervalového grafu

a veľkostí okolí konjunkcií, zložitosť istých lokálnych algoritmov. K takým

problémom v oblasti metrickej teórie patria: získať asymptotický odhad ma-

ximálnej dĺžky skrátenej d.n.f. pre skoro všetky funkcie, upresnenie odhadu

maximálneho počtu iredundantných d.n.f., získanie netriviálneho odhadu po-

čtu minimálnych d.n.f. pre skoro všetky funkcie, zistiť počet ireducibilných

pokrytí symetrickej booleovskej funkcie popísanej v práci a niektoré ďalšie.

Táto problematika stále nie je uzavretá, existuje celý rad otvorených problé-

mov, ktoré je možné riešiť.
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Abstrakt

Cieľom práce je štúdium intervalového grafu, prípadne ďalších typov grafov

reprezentujúcich booleovské funkcie. Predovšetkým ide o skúmanie takých

vlastností a parametrov uvedených typov grafov, ktoré majú vzťah k algo-

ritmom minimalizácie booleovských funkcií v triede d.n.f a k určeniu počtu

istých tried booleovských funkcií, respektíve k ich testovaniu.

KĽÚČOVÉ SLOVÁ: booleovská funkcia, disjunktívna normálna forma, in-

tervalový graf, maximálny interval
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Abstract

The aim of the thesis is the study of interval graph, or further types of graphs

representing Boolean functions. In the first place, the examination will con-

cern those characteristics and parameters of the mentioned types of graphs,

which have a relation to algorithms of minimization of Boolean functions in

d.n.f class, as well as to enumeration of certain classes of Boolean functions

or to their testing.

KEYWORDS: Boolean function, disjunctive normal form, interval graph,

maximal interval
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