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Predhovor

Uloha minimalizacie booleovskych funkcii spoéiva v tom, ako pre lubovolnt
booleovskl funkciu zostrojit formulu tvaru disjunkcia konjunkcii, ktora ju
realizuje a obsahuje minimalny pocet premennych. Uz v 19. storoc¢i vzbudili
pozornost Specialistov v oblasti matematickej logiky rozne tvahy suvisiace
s tymto problémom.

Matematické smery v oblasti vyskumu disjunktivnych normalnych foriem
pozostavaju zo studia okruhu otazok, dotykajucich sa najma algoritmickych
problémov, ktoré vznikaju pri minimalizacii, Stadiom ¢iselnych charakteristik
booleovskych funkcii, kvantitativnych vztahov medzi roznymi typmi disjunk-
tivnej normalnej formy a klasifikaciou booleovskych funkcii.

Osobitny vklad do matematickych smerov vyskumu predstavuju prace
S. V. Jablonskeho, v ktorych sa systematizovali zakladné pojmy, definicie a
metddy minimalizacie booleovskych funkcii v triede disjunktivnych normal-
nych foriem.

S booleovskymi funkciami sa spaja niekolko typov grafov. Najvicsia po-
zornost je venovand $tudiu grafu indukovaného vrcholmi n-rozmernej kocky,
na ktorych booleovska funkcia nadobtida hodnotu 1 (S. V. Jablonski).

Dalsi typ grafu, ktory reprezentuje booleovské funkcie je intervalovy graf
(A. A. Sapozhenko).

Je to graf, ktorého vrcholy odpovedaji maximalnym intervalom booleov-

skej funkcie, pricom dva vrcholy tohto grafu st spojené hranou prave vtedy,



ked prislusné maximalne intervaly maji nepréazdny prienik. Parametre, ako
st velkost a pocet komponentov suvislosti polomer a priemer intervalovych
grafov bezprostredne suvisi s lokdlnymi algoritmami (J. I. Zhuravlev).

Isty vklad do studia grafov spojenych s booleovskymi funkciami priniesli
aj slovenski informatici E. Toman, M. Skoviera, D. Olejar, M. Stanek,
J. Daubner, T. Kulich, L. Banik, J. Hromkovi¢, J.Sigka... O ich vysledkoch,

tiez o vysledkoch inych autorov hovorime nizsie.



Uvod

Uloha minimalizacie zohrala hlavni dlohu pri tvorbe logickjch obvodov a ich
syntéze a analyze. Vznik a rozvoj tedrie bol ovplyvneny najméi problémami
pri navrhu reléovo-kontaktovych obvodov pri stavbe telekomunikac¢nych a ria-
diacich zariadeni. Zaklady tejto tedrie polozili najmé prace C. E. Shannona.
Vyznamnejsi rozvoj tedrie logickych systémov nastéva po 2. svetovej vojne
najmé v suvislosti s rozvojom pocitacov.

V suvislosti s tymto problémom sa rozvijali aj iné oblasti teoretickej infor-
matiky, napriklad tedria kédovania, tedria testov, tedria oddelitelnosti mno-
Zin, tedria rozpoznavania obrazcov, ... V nasledujtcej casti uvedieme niektoré
z problémov.

Teoria testov: Nech M je mnozina navzajom roznych funkcii
f(zq,x9,...,2,) definovanych na mnozine A a nadobudajicich hodnoty
z mnoziny B. Nech N je danad podmnozina neusporiadanych dvojic roznych
funkcii. Mnozina T, T' C A nazyvame testom vzhladom na A, M a N, ak
pre lubovolnt dvojicu funkcii plati {f,g} € N, f(x1,...,2,) # g(x1,...,2y)
na mnozine 7. Mohutnost mnoziny 7" nazjvame dizka testu.

Oddelitelnost mnoZin: Nech B" je booleovska kocka.



Uvazujme ¢iastocnt booleovski funkciu dant predpisom:

0, ak (x1,...,2,) € Ny
f(xla'--axn): 1,ak($1,...,l’n)€Nf
nie je definovand, ak (z1,...,x,) € B"\(N; U Ny)

kde NyNN, = 0, N; C B", Ny C B". Nech P»(n) je mnoZina booleovskych
funkcii n-premennych a nech P(f) je ¢iselna funkcia na Py(n). Tato funkciu
budeme nazyvat funkcia zlozitosti charakterizujica funkciu f € Py(n). Fun-
kciu f € Py(n) nazyvame pripustnou vzhladom na f, ak pre vSetky a € N,
f'(a) = 0 a pre vietky B € Ny, f'(3) = 0. Uloha oddelitelnosti mnozin spo-
¢iva v najdeni takej f* spomedzi vSetkych, pre ktort funkcia zlozitosti P*(f)
nadobtida minimalnu hodnotu. Tato tloha sa d4 interpretovat na rozne typy

zlozitosti funkcii.



Vlastnosti intervalového grafu

booleovskej funkcie

V praci ukadzeme, ze ak je intervalovy graf booleovskej funkcie kompletny,
skratena d.n.f. prislichajicej funkcie je zaroven minimalna. Tiez ukazeme,
ze pre lubovolny koneény jednoduchy graf vieme zostrojit booleovski funkciu,
ktorej skratena d.n.f. je sticasne minimélna a jej intervalovy graf je izomorfny
s tymto grafom. Skimame aj otazku poctu premennych hladanej booleovskej

funkcie.

Veta 0.1 Ak T'(f) booleovskej funkcie f je kompletny, potom prienik jej

maxi-malnych intervalov je neprazdny.

Veta 0.2 Nech f je booleovskd funkcia n premennych. Ak T'(f) je kompletny,
potom Da(f) = Du(f)-

V praci uvadzame aj obratené tvrdenie a protiplikad, ktorym ukaze, ze

neplati.

Veta 0.3 Nech G je graf radun. Potom ezistuje booleovskd funkcia f(x1, ..., x,)
takd, Ze Da(f) = Du(f) a T(f) = G.

Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou s konstruktivnym charakte-

rom vzhladom na n.



Pocet monotonnych a
samodualnych booleovskych

funkcii

V tejto kapitole ukazeme, ze intervalovy graf monotdnnej booleovskej fun-
kcie je kompletny. Z toho vyplyva, ze skratena d.n.f. tejto funkcie je zaro-
veli miniméalna a najkratsia. Dalej ukdzeme, ako vyzera najzlozitejsia d.n.f.
monoténnej booleovskej funkcie a ukazeme, kolko konjunkcii takato d.n.f.

obsahuje.
Veta 0.4 Intervalovy graf I'(f) monotonnej booleovskej funkcie f je uplny.

Veta 0.5 Nech f je monotonna booleovskd funkcia n premennych s najvi-
ésim poctom m kongunkcii v Da(f) (poctom mazimdlnych intervalov v B™).

Potom m = <Ln72j)'

Tiez uvedieme poc¢ty monoténnych booleovskych funkcii, ktorych maxi-
malne intervaly spliiaju $pecidlne podmienky. Doteraz zname vysledky tj-
kajtice sa urcenia po¢tu monoténnych booleovskych funkcii pouzivaji me-
todu zalozenii na dodefinovani monotdénnej funkcie na rasticich po dvoch
disjunktnych cestach v B™ (Hansel, Kleitman, Korshunov). My sa na tento

problém pozerédme z hladiska monoténnych funkcii s predpisanymi vlastno-



stami maximalnych intervalov - maximélne intervaly s rovnakym rozmerom

a maximalne intervaly s predpisanym prienikom.

Veta 0.6 Nech G = (V, E) je kompletny graf radu m. Potom pocet monoton-
nych booleovskyjch funkcii n premennych, ktorych maximalne intervaly maji

rovnaky rozmer a pre ktoré plati I'(f) = G je
i=0 ( m )

kde m < (Ln%J)'

Veta 0.7 Nech G = (V, E) je kompletny graf s m vrcholmi. Potom pocet mo-

notonnych booleovskych funkcii n premennych, ktoré maju predpisany prienik

mazximalnych intervalov I = {(1,...,1)} a pre ktoré plati
N
I'(f) =G je - !
g(—l)i.(j?).(m +1—4)"
m! ’

kde 1 <m<n-—1.

3

=11 () (mA1-i)"

k3

o . Plat?

m!

Veta 0.8 Nech S, = ¢

n—+1

1 1
- 1)? et _1<8, < =
2((m+ )"+ m+3)(m+1) _Sm_2(m+1

Jom et 1y,

pren>2al<m<n—1.

Tiez uvedieme horny a dolny odhad poc¢tu monoténnych a zaroven samo-

duélnych booleovskych funkecii.



Symetricka booleovska funkcia

V tejto kapitole sa zaoberdme parametrami pre funkciu By p 1 # J,
1+ j < n. Ukdzeme, ¢o plati pre pocet, rozmer, polomer a priemer maximal-
nych intervalov funkcie. Charakterizujeme vlastnosti grafov I a I funkcie a
ziskame hodnotu stupna vrchola tychto grafov. Pre zaujimavé hodnoty uva-

dzame aj asymptotické hodnoty ziskanych parametrov.
Veta 0.9 Rozmer mazimadlnych intervalov booleovskej funkcie By, p . je
n—(i+7).

Veta 0.10 Pocet mazimdlnych intervalov booleovskej funkcie B, p._; Je

(26 0) G

-----

Veta 0.12 Stuperi lubovolného vrchola grafu I'(Bp,  p ) je
n—(i+j)—1 n—(i+j)—m

I S O I (R [CU RS

m=0 k=
Veta 0.13 Priemer grafu indukovaného mmnozinou Ny booleovskej funkcie
Bp,...p,_, je min(n, 2n — 2max(i, j)).
Veta 0.14 Polomer grafu indukovaného mnoZinou Ny booleovskej funkcie
By, .p,_, Jen—li—jl.
Zaoberame sa aj disjunktivnymi normalnymi formami symetrickej boole-

ovskej funkcie By, Paj
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Z.aver

V tedrii disjunktivnych normalnych foriem autori vyriesili mnoho problémov.
Zostrojili algoritmy na konstrukciu roznych typov d.n.f.: skratenych, iredun-
dantnych, minimalnych a inych d.n.f. uvedenych v kapitole Zakladné pojmy.
Nemala cast Studia je venovana skiimaniu problémov zlozitosti univerzalnych
pristupov k tilohe minimalizacie jednak na kvalitativnej irovni - tedria lokal-
nych algoritmov a tiez na kvantitativnej Grovni - metricka tedria. Podarilo sa
ziskaf dostatocne vela modelovych funkcii, metdd, konstrukeil umoziiujtcich
zostrojit booleovské funkcie a d.n.f. s danymi vlastnostami. Nadalej sa roz-
vijaju metody na ziskavanie odhadov parametrov pre skoro vsetky funkcie
s extremalnymi hodnotami parametrov.

V dizertacnej praci sme ukazali, Ze ak je intervalovy graf booleovskej fun-
kcie kompletny, skratena d.n.f. danej funkcie je zarovenn minimélna. Dalej
sme ukéazali, Ze pre Tubovolny jednoduchy graf vieme zostrojit booleovsku
funkciu, ktorej skratena d.n.f. je sicasne miniméalna a jej intervalovy graf je
izomorfny s tymto grafom. Skiimali sme aj otdzku po¢tu premennych hlada-
nej booleovskej funkcie.

Dalej sme sa zaoberali monoténnymi a samodualnymi booleovskymi fun-
kciami. Ukéazali sme, Ze intervalovy graf monoténnych booleovskych funkcii
je kompletny. Tiez sme uviedli, ako vyzera najzlozitejsia d.n.f. monoténnej
booleovskej funkcie a ukézali sme, kolko konjunkcii takato d.n.f. obsahuje.

Odhadli sme aj pocet monoténnych booleovskych funkcii, ktorych maxi-
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malne intervaly maja Specidlne vlastnosti a pocet monoténnych a zaroven
samodualnych funkcii.

V dalgej ¢asti sme sa zaoberali vlastnostami symetrickej booleovskej fun-
kcie. V praci uvadzame, ¢o plati pre pocet, rozmer, polomer a priemer ma-
ximéalnych intervalov funkcie. Tiez sme charakterizovali vlastnosti intervalo-
vého a zjednodusSeného intervalového grafu funkcie a zistili hodnotu stupna
vrcholov tychto grafov. Zaoberali sme sa aj prislusnymi disjunktivnymi nor-
malnymi formami.

Zaujimavym problémom je ziskat na zéklade charakterizicie intervalo-
vého grafu, resp. zjednoduseného intervalového grafu pripadne inych typov
grafov isté triedy grafov a urcit ich vzfah k skratenej d.n.f., Quinovej d.n.f.
pripadne k optimalnym vyjadreniam booleovskej funkcie a tiez charakte-
rizovat, na zéklade vysledkov odhadu velkosti stupiia intervalového grafu
a velkosti okoli konjunkcii, zlozitost istych lokélnych algoritmov. K takym
problémom v oblasti metrickej tedrie patria: ziskat asymptoticky odhad ma-
ximalnej dizky skratenej d.n.f. pre skoro vetky funkcie, upresnenie odhadu
maximalneho poc¢tu iredundantnych d.n.f., ziskanie netrivialneho odhadu po-
¢tu minimélnych d.n.f. pre skoro vSetky funkcie, zistit pocet ireducibilnych
pokryti symetrickej booleovskej funkcie popisanej v praci a niektoré dalSie.
Tato problematika stale nie je uzavreta, existuje cely rad otvorenych problé-

s . v 7 s v
mov, ktoré je mozné riesit.
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Abstrakt

Cielom préace je studium intervalového grafu, pripadne dalsich typov grafov
reprezentujucich booleovské funkcie. Predovsetkym ide o sktimanie takych
vlastnosti a parametrov uvedenych typov grafov, ktoré maju vztah k algo-
ritmom minimalizacie booleovskych funkcii v triede d.n.f a k urceniu poctu

istych tried booleovskych funkcii, respektive k ich testovaniu.

KLUCOVE SLOVA: booleovska funkcia, disjunktivna normélna forma, in-

tervalovy graf, maximalny interval
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Abstract

The aim of the thesis is the study of interval graph, or further types of graphs
representing Boolean functions. In the first place, the examination will con-
cern those characteristics and parameters of the mentioned types of graphs,
which have a relation to algorithms of minimization of Boolean functions in
d.n.f class, as well as to enumeration of certain classes of Boolean functions

or to their testing.

KEYWORDS: Boolean function, disjunctive normal form, interval graph,

maximal interval
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